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四面体OABC において， 1, x= = = = = =OA OB OC BC AB AC  とする。 

頂点O から平面 ABC に垂線を下ろし，平面 ABC との交点をHとする。 

頂点 A から平面OBC に垂線を下ろし，平面OBC との交点を ´H とする。 

(1) , ,a b c= = =OA OB OC
     

とし， , ´pa qb rc sb tc= + + = +OH OH
      

 と表す。 

このとき， , ,p q r および， ,s t を x の式で表せ。 

(2) 四面体OABC の体積V を x の式で表せ。また， x が変化するときのV の最大値を求めよ。 
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 であり， 
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 から 
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a b x⋅ = −
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同様にして 
21 (2 )

2
a c x⋅ = −
 

 を得る。 

(1) pa qb rc= + +OH
   

 において， 

四面体OABC はBC の垂直２等分面に関して対称であるから q r=  である。 

また，Hは平面 ABC 上にあるから 1p q r+ + =  

したがって ( ), 2 1pa q b c p q= + + + =OH
   

 であり， 

{ ( )} ( )pa q b c c a⋅ = + + ⋅ −OH AC
      
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 0⋅ =OH AC
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 であるから 
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したがって 
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次に， ´ sb tc= +OH
  

 において，対称性から s t= である。 

よって ´ ´= −AH OH OA
  

( )s b c a= + −
  

 と書けて 

´ ( )b s b c b a b⋅ = + ⋅ − ⋅AH
      

21 11 (2 )
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s x
 

= + − − 
 

 であり， ´ 0b⋅ =AH
 

 であるから 

2 21 1(2 ), (2 )
3 3

s x t x= − = −  

(2) (1)の s に対し， 

2 2| ´ | | ( ) |s b c a= + −AH
   

 

2 2 2 2(| | 2 | | ) 2 ( ) | |s b b c c s b c a a= + ⋅ + − + ⋅ +
       
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s s x= − ⋅ ⋅ − +  

2 2 2 21 2(2 ) (2 ) 1
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x x= − − − +  

2 211 (2 )
3

x= − −  となるから  

 
1
3

V = ⋅△OBC ´⋅AH  

2 21 3 11 (2 )
3 4 3

x= ⋅ − −  

2 21 3 (2 )
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x= − −  

4 21 4 1
12

x x= − + −  

また，V の最大値は 
2 2x =  すなわち 2x =  のときで，
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